Regresie liniard simpld. Regresie multipld

Conf. dr. habil. Eduard Rotenstein

1 Motivatie

Regresia este o metoda statistica utilizata pentru descrierea naturii relatiei intre variabile, stabilind modul prin
care o variabild (aceasta va fi numitd variabili dependenti, sau variabila prezisi) depinde de altd variabild, sau de
alte variabile (acesta va fi variabild independentd, ce poate fi manipulatd si care se mai regdseste in literatura de
specialitate si sub numele de variabild predictor, stimul sau variabild comandatd). Analiza regresionald cuprinde
tehnici de modelare si analizad a relatiei dintre aceste doud categorii de variabile. De asemenea, abordeaza
chestiuni precum predictia valorilor viitoare ale variabilei raspuns pornind de la o variabild datd sau mai multe
variabile stimul. Se poate preciza care dintre variabilele de plecare sunt importante in prezicerea variabilei
raspuns.

Existd multe variabile X si Y care ar pdrea sd fie legate unde de cealaltd, intr-un mod care nu este determinist.
Un exemplu poate fi dat de X =media din cei patru ani de liceu si Y =media obtinuta la facultate. Valoarea lui
Y nu poate fi determinatad doar din cunoasterea lui X , doi elevi putand obtine aceeasi valore pentru X dar valori
diferite pentru Y. Cu toate acestea, existd o tendintad pentru acei studenti care au note liceale mici de a obtine note
scdzute la facultate. Cunoasterea rezultatelor liceale ar trebui sd ne ajute sd putem prezice cum va face fatd acea
persoand la facultate. Alte exemple de variabile inrudite intr-o manierd nedeterministd includ X =varsta unui
copil si Y =continutul vocabularului sdu, X =capacitatea unui motor si Y =eficienta combustibilului pentru un
automobil echipat cu acest motor.

Principiul dupd care se poate obtine variabila dependentd in functie de variabilele independente e aseméanator
celui Intalnit in Principiul programarii dinamice al lui Bellman. Etapa decizionald constd inr-o stare de intrare
(sau mai multe), o stare de iesire, o decizie si, eventual, o functie utilitate. In cazul analizei regresionale, datele
de intrare sunt informatiile x;, zs, . . . , ., care sunt prelucrate (in timpul prelucrdrii apar anumiti parametri de-
cizionali, f1, 52, . . ., Bx), iar rezultatul final de iesire din sistem este inregistrat intr-o singura variabila rdspuns, .
De asemenea,. pe parcursul prelucrarii datelor, sau dupad aceasta, pot apdrea distorsiuni in sistem, de care putem
tine cont dacd introducem un nou parametru, care sd cuantifice eroarea ce poate apdrea la observarea variabilei
y. Se stabileste astfel o legdturd intre o variabild dependentd, y, si una sau mai multe variabile independente,

Z1,T2,...,%m, care, In cele mai multe cazuri, poate fi scrisd sub forma matematica generald
y:f(thQa"'axm;Bl;ﬂQa"'7Bk)+€a (1)
unde S, B2, . . ., B sunt parametri reali necunoscuti a priori (denumiti parametri de regresie) si ¢ este o perturbatie

aleatoare. De reguld, € este o eroare de masurd, consideratd modelatd printr-o variabild aleatoare normala de
medie zero. Functia f se numeste functie de regresie. Dacd aceasta nu este cunoscutd a priori, atunci poate fi greu
de determinat iar utilizatorul analizei regresionale va trebui sd o intuiasca sau sd o aproximeze utilizind metode
de tip trial and error (prin incercdri). Dacd avem doar o variabila independenta (un singur z), atunci spunem
cd avem o regresie simpld. Regresia multipli face referire la situatia in care avem multe variabile independente,
ecuatia (1) putand fi scrisd sub forma vectoriald y = f(z, 5) +¢.

Pentru a o analizd completd a regresiei (1), va trebui sa intuim forma functiei f si apoi sa determindm
(aproximam) valorile parametrilor de regresie. In acest scop, un experimentalist va face un numar suficient
de observatii (experimente statistice), In urma carora va aproxima aceste valori. Dacd notdm cu n numadrul de
experimente efectuate, atunci le putem contabiliza pe acestea in urmdtorul sistem stochastic de ecuatii:

yi = f(z,8) + &4, 1=1,2,...,n. )

In ipoteze uzuale, erorile sunt variabile aleatoare identic repartizate N (0, 02), independente stochastic doua
cate doud. Astfel, sistemul (2) are necunoscutele {5, }]:1727“_7 x 10, deci, in total k£ + 1 necunoscute.

In cazul in care numarul de experimente este mai mic decat numarul parametrilor ce trebuie aproximati
(n < k), atunci nu avem suficiente informatii pentru a determina aproximarile. Dacd n = k + 1, atunci problema
se reduce la a rezolva n ecuatii cu n necunoscute. In cel de-al treilea caz posibil, n > k41, atunci avem un sistem
compatibil, cu valori nedeterminate.

In functie de forma functiei de regresie f, putem avea:
e regresie liniard simpld, in cazul in care avem doar o variabild independenta si f(z, 8) = Bo + S1z.

e regresie liniard multipld, dacd f(z, 8) = Bo + B1z1 + Baza + ... + BT



o regresie liniard multipli, pentru doud variabile, cu interactiuni dacd f (x,8) = Bo + Biz1 + Baxe + Bzt +
Braw1T + P23

o regresie polinomialil, daca f (z,8) = Bo + Brx + Bax? + B3z® + ... + Bra®. Avem de a face cu regresie paitratici
pentru k = 2, regresie cubicd pentru k = 3.

* regresie exponentiald, cand f (z, 8) = Boe”1*.
* regresie logaritmicd, daca f (z, 8) = fBo - logg, ©
o regresie logistici, daca f (z, ) = ePotHiz [ (1 4 efothrz)

In cadrul analizei regresionale, se cunosc datele de intrare, {x;}., si cdutdm sd estimdm parametrii de regresie
3
{B; }j si deviatia standard a erorilor, o. Utilizdm pentru aceasta abordarile:

Daci functia de regresie f este cunoscuta (intuita): Daca f nu este cunoscuti (intuita):
metoda verosimilititii maxime metoda celor mai mici pdtrate
metoda celor mai mici pdtrate metoda minimax

metoda lui Bayes

2 Regresia liniara simpla

Este cel mai simplu tip de regresie, in care avem o singura variabild independentd, z, si variabila dependenta
y. Sa presupunem cd se cunoaste familia de date bidimensionale {(z;,v;)};,_; 5, ,- Reprezentam grafic aceste
date intr-un sistem 20y si observim o dependenta aproape liniara a lui y de z. Daca valoarea coeficientului de
corelatie liniard, r, este aproape de 1 sau —1 (indicand o corelatie liniard strdnsd, pozitivd sau negativa), atunci
se pune problema identificdrii unei relatii numerice exacte intre x si y de forma

y = Bo + P 3)

Aceasta dreaptd se numeste dreapta de regresie a lui y in raport cu z. De cele mai multe ori, datele reale nu
urmeaza o relatie perfecta de legaturd, situatie in care parametrii din dependenta liniara trebuie a fi estimati.
Asadar, va trebui sd tinem cont si de eventualele perturbatii din sistem. Putem presupune astfel cd dependenta
lui y de x este de forma
y=Po+ Pz +e, (4)
cue ~ N (0,0?)
Plecand de la observatiile {(z;,y:)};_; 5, , trebuie sd gdsim o dreaptd ce se apropie cel mai mult de aceste

date statistice. Cu alte cuvinte, va trebui sd estimdm valorile parametrilor de regresie 3, si f;. Inlocuind datele
bidimensionale in (4), avem urmadtorul sistem:

y1:60+51$i+5i7 i:1727"'7n7 (5)

undee; ~ N (0,0?) , pentru fiecare i si sunt independente stochastic.
Deoarece

5i:yi_(ﬁ0+61$i)7 1=1,2,...,n

putem interpreta ¢; ca fiind erorile de aproximare a valorilor observate y; cu cele prezise de dreapta de regresie
(adica de valorile By + fS12;). Tinadnd cont cd e; ~ N (0,0) si fo, f1 sunt valori deterministe, din (5) rezultd ca
(notdm cu Y; variabila de selectie corespunzatoare valorii empirice y;):

Y, ~ N (ﬂo + Brx;, 02) , pentru fiecare i,

Pentru estimarea parametrilor fy, 51 si ¢ vom aplica metoda verosimilitadtii maxime. Considerdm, pentru aceasta,
functia de verosimilate:

1 1 «— 5
L (Bo, B1,0) ny (i) = TR (—202 ; (yi — Bo — Bri) ) .
Problema de maximizare ce trebuie rezolvata este urmdatoarea:

max L (8o, S1,0).

0,81,0



Cum L si

n

InL (8o, f1,0)=—nlno — gln(%r) — %Z(yl — B —51901‘)2

i=1

au aceleasi puncte de maxim, conditiile pentru obtinerea punctelor critice (impuse pentru In £) sunt:

OlnL 1 <
9B ﬁ;(yi — Bo — p1wi) =0,
oOlnL 1 —
5 @;(yi—ﬁo—ﬂwi)xi =0,
olnL n 1 &
%~ o EZ (yi — Bo — Brz;)” = 0.
=1

Prin urmare, primele doud ecuatii conduc la

n n n 2
> w803 e+ <z>
=1 =1 =1

n
—nBo— B _mi
i=1

n n n
—5023% - 512353 = —Zﬂciyi nﬁoixi + 51n§n:xf = anZyZ
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Zyizl‘i

=1 i=1

Scddem ecuatiile si deducem ca

n n 2 n n n
2 _ } : 2 : E :

B1 NE €y — E T =n ;Y — T Yi
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

— A (anf — n2x2> = aniyi —-nzy = B (Zx? - nx2> = leyl — nxy
i=1 i=1 i=1 i=1
<~ Blswx = Szy
Obtinem c4, in urma rezolvarii primelor doud ecuatii in raport cu §y si 81, gdsim estimatiile:
~ s A
B =" si  Bo=y-piz, )
s(ljflj
unde
1 n 1 n n 9 n
fzﬁzxw @:E Yi,s Smx:Z(xi_j) ) Sly:Z(xz_E)(yz_y)

i=1 i=1 i=1 i=1
Pentru a obtine ultima implicatie din formula (6) utilizdm urmdtoarea reprezentare echivalentd a cantitatilor s,
Si Sz :

n n n n
Spx = Z (x; — f)2 = fo — 21‘72@ + nz? = fo — nz2
i1 i=1 i1 i1
n n n n n n
Spy = Z (i —2)(yi —Y) = Zfﬂzyz - fzyz - ?foi +nzy = Z%yz — 2nZy +nIy = szyz —nTy
i1 i1

i=1 i=1 i=1 i=1

Remarcidm cd s;, = (n — 1) s2 §i s,y = (n — 1) 5., unde s, este deviatia standard empiricd modificats a setu-
lui de date {x;}}" ;, iar s, , este covarianta (corelatia) empiricd modificatd a a setului de date perechi {(x;, i)} ;.
Prin urmare, pentru evaluarea pantei 8, avem formula echivalenta:

~  cov, (x s cove (z
pr = # =1y 2, unde 7,y = M
52 Se SzSy

Matricea Hessiand calculatd in acest punct critic (Bo, B1) este negativ definitd, deci tripletul critic este punct de
maxim. Astfel, dreapta de regresie a lui y in raport cu z este aproximata de dreapta:

y=Po+pBiz=7— oy 4 Sw—ym, sau, echivalent, y =7+ oy (x — 7). 8)
Sxx Sxx Sxx




Din ultima conditie de extrem, gdsim cd o estimatie pentru dispersia erorilor, o2 este:

n

0% = %Z (yi - Eo - 31561‘)2 . )

i=1

Insd, estimatia pentru o2 datd prin formula (9) este una deplasatd. In practicd, in locul acestei estimatii se uti-
lizeaza urmatoarea estimatie nedeplasata:

32:ni22(%*50*51%)2- (10)

=1

Observatia 2.1 [n formulele anterioare (7), (8), (9), (10) am obtinut estimdri ale estimatorilor. Pentru a trece de la estimdiri
la estimatori, care sunt statistici (deci variabile aleatoare) valorile estimate se inlocuiesc cu variabilele de selectie, respectiv
caracteristicile din care provin. Mai precis, caracterul determinist al valorilor independente x; si cel aleator al
valorilor y; duce la inlocuirea lor in formula estimatorului cu Y;, iar y trebuie inlocuit cu "media de selectie” Y. Vom
obtine astfel:

zn: (zi — T)2 (Yl o Y) n n n 2
B ==L — " , BOZ:L(ZE—&Z%‘), 32:nizz<Yi—Bo—Blﬂfi> .
Z(IZ _1:) i=1 i=1 =1

i=1

Cu toate aceste elemente obtinute, pdstrand conventia din literatura de specialitate, notdm statisticile ale ciror realiziri
sunt Bg, B1,y; tot cu aceleasi simboluri, neomitind caracterul aleator al unor cantititi, atunci cind este cazul.

Sistematizand notatiile si cantitatile utilizate, obtinem:

1. dreapta de regresie, y = 5o+ 1, este dreapta ce determind dependenta liniara a lui y de valorile lui z, pentru
intreaga populatie de date (dacd aceasta exista);

2. aproximarea dreptei de regresie (en., fitting line), y = Bo + Bz, este dreapta care se apropie cel mai mult
(in sensul metodei celor mai mici patrate) de datele experimentale (de selectie) {(z;,y;)},. Aceastd dreapta
este 0 aproximare a dreptei de regresie;

3. valorile y; se numesc valori observate, iar valorile y; = By + S124,% = 1,2, ..., n se numesc valori prezise;

4. valorile & = y; — i = y; — Bo — B1x; se numesc reziduuri sau valori reziduale. Un reziduu mésoarad deviatia
unui punct observat de la valoarea prezisd de estimarea dreptei de regresie;

n

n
~ o~ 2
5. suma pitratelor erorilor, E g2 = E (yL — By — /31%‘) , se noteazd de obicei prin SSE (sum of squared errors).
=1 =1

. . . SSE
6. eroarea medie pitraticd sau reziduali este MSE = o (mean squared error). Dupd cum se poate observa
n—

din relatia (10), MSE = 52 este un estimator nedeplasat pentru dispersia erorilor, o2.

7. rdddcina pdtratd a MSE este 7 si se numeste eroarea standard a regresiei;

Un rezultat fundamental pentru estimarea dispersiei erorilor este dat de urmatorul comportament al sumei
pétratelor erorilor, SSE, furnizat de formula de la punctul (5) anterior.

Teorema 1 Repartitia variabilei aleatoare SSE /o? este urmitoarea:

SSE o2
?Z(”—Q)pNXQ(n—Q’l)ZXQ(n—Q)-

Demonstratie. Variabilele aleatoare

Y; NN(,BO—F,BllIi,O'Q), Vi € {1,...,TL}.



Varianta reziduald pe care o utilizdm este cea cu caracter aleator, nedeplasatd, mai precis, cea data de formula

(10) .
ot = ni22(yi_30_§137i)2-

~

Prin urmare, din formula de mai sus, substituim pe 5y =7 — Bﬁ, dupd cum am obtinut in formula (7), si avem

n n n

(n—2)82 = Z (yi —30 —31331‘)% @ Z{(yz o)) —31 (i —:E)}yz :Z(yi _ZDyi_BlZ(mi — )y (11)
i=1 i=1 i=1 i=1

Z(yi—ﬂ)(yi—ﬂ+ﬂ)—glz($i—f)(yi—Q-HJ)

1 i=1

2
n

W= =B (=2 (i) +7> i~ — Bgy_ (v — 1)

i=1 i=1 =1

I

«
Il
-

~ (7 ~ [~ ~
= Syy — ﬁlsa:y = Syy — ﬁl (ﬁlS.L.L) = Syy — 6181,1

Consideram acum cantitatea

Bo = Po + AiZ,
repartitia vectorului aleator Y = (Y3,..,Y,), fy : R"— [0, 1],
- treertn) = e exp [~ 5o D (= o= Br = i (o = ) (12)
Y Y15 Yn) = (Um)n exp 952 2 Yi 0 1z 1&g — 2

= ((7\/127)71@(10 <2i2§ (yi —Bo — b1 (= f))2>

si transformarea ortogonala (yi, ..., yn) — (21, ..., z,) datd de
1 1
21 Y1 n \/ﬁ T vn Y1
2 _0 2 | mi—2 a2-% Ty — T Y2
“n Yn : : : Yn

Matricea () este o matrice ortogonald, cu primele doud rdnduri fixate. Obtinem ca

1 & _ _ 21 .
S ;:1 yi = v/ny V= 8

Dw—2y > (@w-)(Wi-9) yy (@-2) J (Zx — m>

—1 =1 =1
22 — K3 — K3 + 1

Szy ~ 1 ~
= —_——= S —_— S .
Som ﬂl TT \/@ 61\/ TT

=Szy

Se poate demonstra cd transformarea ortogonald ) implicd faptul ca

iﬁ=i& (13)
=1 =1

ceea ce conduce la urmdtoarea reprezentare a sumei din termenul exponential definit de densitatea de repartitie



vectoriala (12):

n

> (yL — Bo — B (@i — f))z = Y+ B+ B )’ - 25022/1
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
281y (i — T)y; —2BoPr Yy (i — T)
i=1 i=1
= D @ HnB+ Y (wi— ) — 2600y — 281 (zi — )y (14)
i=1 i=1 i=1

= Zzzz + nt + ﬂ%smz - ZBOﬁZl - 2B122\/ Sxax
i=1

n

= (21 —30\/@2 + (22 —51\/%)2 +Zz3

=3

Folosim reprezentarea anterioara (14) si deducem cd, pentru (21, ..., z,) € R™, densitatea vectorului aleator trans-
format Z = (74, ..., Z,,) devine fz : R"— [0, 1],

1 1 ~ 2 2w
fz (21,0 20) = mexp [M ((21 *ﬂoﬁ) + (22 — B1V/52z) +§Z?>] .

Conform caracterizarii repartitiilor Gaussiene multi-dimensionale, rezulta ca variabilele aleatoare asociate trans-
formarii, Z1, Zs, ..., Z,, sunt variabile independente, de tip normal. Mai precis, ele au urmdtoarele repartitii:

Zy ~ N (Bov/n,0%),  Zo ~ N(Bi\/32s,02),  Zi~N(0,0%), pentruie {3,4,..,n}.

Pentru a incheia demonstratia, folosim (11) si deducem:

n

o~ > N2 >
(TL—Q) 0—2 = Syy _B%Smm = Z(% _y) _6%Szr
i=1

n n n n
=S D T 2> i — Bisea = Y v + 0% — 27 — Bises
=1 =1 =1 =1

n n n
. (13)
= ny —ng? — stm = sz — 2= sz
i=1 i=1 i=3
Independenta variabilelor aleatoare Z3, Zy, ..., Z, ~ N (O7 02) conduce la

n ~
72 —2)52
E —5 ~ 2(n—2,1)=x*(n—2), ceea ce este echivalent cu M
g g

=3

~x*(n—2).

Singura chestiune care mai trebuie justificatd este afirmatia anterioard cd . ,Z?/o? este repartizata x* cu

(n —2) grade de libertate (ale variabilei SSE). Prezentdm rationamentul care conduce la aceastd concluzie.
Demonstratiile riguroase pentru fiecare afirmatie se regdsesc in cele patru rezultate care urmeazd. Avem ca

Zi~N(0,0%) = Z?~x*(l,0), Vi€ {3,4,..,n}

Prin urmare,
2

Z; 2 1 2 2 .
—+ ~ l,o— | = 1,1) = 1) Vie{3,4,...,n}.
2 (107) =0 =22 ) Ve Btn)
In consecints, independenta variabilelor aleatoare Z; conduce la faptul cad

S e -2 =3 (n-2),

i=3

iar demonstratia este, in acest moment, incheiata.



Lema 2.1 Pentru orice a > 0,
X ~x*(n,0)  dacit $i numai daci  aX ~ x* (n,ao) , (15)
unden € N*gi o > 0.
Demonstratie. Avem, pentru orice z < 0, F,x (z) = 0 si pentru orice z > 0,
Fox (z)=P(aX <2)=P(X <z/a) = Fx (z/a).

Deci

fr o) B0 = Bt =5 (5) 4= gy o (5.

adicd aX ~ x? (n,ao).

Lema 2.2 Daci X,Y sunt doud variabile aleatoare independente, distribuite normal, de tipul N (0, 02) , unde o > 0,
atunci
X?~x*(Lo) si (X?+Y?)~x*(2,0).

Demonstratie. Avem, pentru orice y < 0, F'x2 (y) = 0 si pentru orice y > 0,

Fxz (y) =P (X* <y) =P(—vy < X <) = Fx(Vy) — Fx (=)

Deci
hﬂw=@w@ﬂ#&@@—&Fﬁw=hﬁ@£z+hP@5%
_ 1 (Vo)) 1 I S y
ffx(\/@ﬁ* TmzeXp< 202 )\@ 2m7”y 16XP(*@>,

adicd X? corespunde unei variabile aleatoare distribuite x? (1,5). Dacd X,Y ~ N (0,0?), atunci X%, Y? ~
x? (1,0) si, prin urmare, (X% +Y?) ~ x*(1+1,0).

Rezultatul se poate generaliza la cazul a n variabile aleatoare independente.

Lema 2.3 Dacid X, , i = 1,n, sunt variabile aleatoare de selectie corespunzitoare unei selectii de volum n asupra caracter-
isticii X ~ N (0,0?) , unde o > 0, atunci

X:Xi2 ~x%(n,0o).
i=1

Demonstratie. Conform rezultatului anterior, Y}, = 2 X7 ~ x? (1), pentru orice k = 1, n,

1

V2w

6730/21(07_;'_00) (:v)

fyi (@) =

si atunci functia sa caracteristicd este ¢y, : R — C,

. too 1
o () =B = [ et
0

o2y = (1 — 2it) /2
e X 1 .
V2mx ( )

Independenta variabilelor aleatoare Yy, k = 1, n, conduce la urmitoarea functie caracteristica pentru »_,_, Y}, :
n
ty=[[-2it)"/* =1 -2it)"*, teR,
exy_ v @ =TT 207 = - 2in

adicd >°;_, Vi ~ x% (n) = x* (n, 1) . De aici rezults cd

n n

n n
I o 1 2 2 . 2 2
I;Yk:;;){k zﬁ;){kwx (n,1), adica ;kax (n,o),

demonstratia fiind, astfel, incheiata.



Lema 2.4 Considerdm X;, i = 1,n, variabile aleatoare de selectie corespunziitoare unei selectii de volum n asupra carac-
teristicii X ~ N (p,0?) , unde o > 0.

(a) Dacid media caracteristicii este cunoscutd, atunci:
1 n
2
H? = ;Z(Xi—u) ~x*(n,1) =x*(n).
i=1

(b) Daci media caracteristicii este necunoscutd, consideridm media de selectie X = (3.1, X;) /n si vom avea:

n

Z(Xi—X)QNXQ (n—1,0) sau, echivalent X2:%Z(Xi—X)2~X2(n—1,1):X2 (n—1).
i=1 i=1

Demonstratie. Avem ca suma Y., X; ~ N (np,no?) si apoi X ~ N (u,0?/n) . Prin urmare, deducem ci
(Xi—p) ~N(0,6%) si (X —p)~N(0,0%/n).

In consecints, (X; — p)* ~ x2 (1, o) ceea ce conduce la

Obtinem ca

De asemenea,

(X =p)*~ 2 (Lo/vn) si n(X—p)’~x*(1,0)
Pe de altd parte, avem cd
S (X=X =Y (X - = (X =] =2 (X = 0)” =2 = ) (X = p) + (X = )]
=) (X /U)Q_Q(X_M)Z(Xz_N)+Z(X_N)2:Z(Xz_,u)2_QH(X_H)2+7L(X_M>

ceea ce conduce la

1 >
X2:EZ(Xz—X)QNX2(n_171):XQ(n_l)
=1

Determindm repartitia dispersiei de selectie modificatd astfel:

n

2_nl g nn—l e n-— )2
x—ogn;% X)'= 580 = 5= (5" = — (57"

Rezultid ci (n — 1) (5*)* ~ x2 (n — 1,0) si, in mod similar, n ($*)* ~ x2 (n,0).

Estimatia dispersiei este 0 méasurd a gradului de imprastiere a punctelor (z,y) in jurul dreptei de regresie.
Valorile din formulele (7) si (10):

Y (@i—2) (i —7) . )
I~ Sy i= 2 a7 3. = i o B, B
BIZSJ: L 7 o =7— T si U2=n722(yi_60_6133i) - (16)
Tx Z (.Z'z _ 5)2 =1
i=1



sunt doar estimatii ale parametrilor necunoscuti si nu valorile lor exacte.

Dacd deviatia standard o ar fi cunoscuta a priori, atunci putem estima parametrii 5y si 81 prin Metoda celor
mai mici pétrate (primele formuldri ale problemei 1i apartin lui Gauss). Mai precis, estimatiile lor vor fi acele
valori care minimizeaza suma pétratelor erorilor SSE:

n

. 2
min (yi — Bo — Przi)” .
Bo,B1 P

Suma patratelor deviatiilor observatiilor de la dreapta de regresie este inmagazinatd in functia

n

ABo,Br) =D (i — Bo— CEDE

=1

iar conditiile ce determind punctele critice sunt:

OA

e —QZ = Bo — Prz;) =0
OA

37,31 = —2;% (yz — Bo — ﬁ1$z) =0

Rezolvand acest sistem de ecuatii algebrice in raport cu fy si 81, gdsim drept puncte critice solutiile Bo i, respec-
tiv, 31 de mai sus. Intr-adevir,

nPo +nxp1 =ny nzfBy + nx?B1 = nyx

n n n n
B+ (zx5> D R (zx3> 5= S
i1 i=1 =1 =1
Deci, scdzand ecuatiile, obtinem ca

n
ngT — Y Tiyi
b= —"F— (17)

2
-2
i=1

Dar, pe de altd parte, dacd prelucram in formula (16) expresia lui B1, obtinem forma echivalenti

n

n n n n
S@i—T) (Wi—70) > wwi—TY wi—TY yi+nI§ Y iy —nif — nTj + nFy

B‘ _ i=1 i=1 i=1 i=1 =1
1 = - n n -

n n
2 o oo —
E (v; — ) E xf+nx272;cg T g z? + nz? — 2n7T?
i—1 i=1 i=1

i=1
n
g TiY; — NTY
i=1
n
E z? — nz?
i—1

adicd exact formula obtinutd si in (17). Regdsim, in mod similar, si forma pentru 3, identicd cu cea din (16).

b

Pentru matricea Hessiana

92\ 9?A

g8 2n 2nx
oo 058 9Bo0p1 _ n
a ?A 9*A ; 2nz 223:12
9p10Bo BT ‘



avem 2n > 0 si, pentrun > 3,

n n n 2
det (H) = 4an12 —4n?z? =4 anf - <sz>
i=1 i=1

i=1
n
= 4 (n—l)Zz?—Q Z xx; | > 0.
im1 1<i<j<n

Deci H este pozitiv definitd, adicd punctele critice obtinute ( Bo, B\l) sunt puncte de minimum pentru functia A.
Sistemul de ecuatii liniare

n n n n n
. < 2
nBo + 512% = § Yi impreuna cu Bo E i+ Blzxi = E TiYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

poartd denumirea de ecuatiile normale ale celor mai mici pitrate .

In concluzie, se observd cd, daca erorile ¢; sunt variabile aleatoare identic Gaussian repartizate si indepen-
dente stochastic In ansamblu, metoda verosimilititii maxime este, in fapt, echivalenta cu metoda celor mai
mici patrate.

Asa cum am descris anterior, un reziduu (sau mdsuri reziduali) madsoard deviatia unui punct observat de la
valoarea prezisd de estimarea dreptei de regresie. In spiritul acestei observatii, putem sd furnizim un rezultat
mai precis privitor la comportamentul dispersiei (variantei) acestei cantitdti estimate &; = y; — 9;.

Propozitia 2.1 Pentru fiecarei € {1,...,n},

Demonstratie. Pentru regresia liniara
Yi = Bo + Prxi + &,
D? (g;) = o2, iar dispersia estimatorului 3 = (3y,5;)" este
D*(B) = o (X'X) ",

unde
n
i=1
n
DD
i=1

Prin urmare,
n n 2\ ! i= i=
(x) " = (a3 - (0 )) ; 1

In ceea ce priveste det (X*X), obtinem

n n 2 n n
2 2 252 2 _ =2
ngxif Ex, :ngo:ifn:r :ng (:cifx):nsm,
i=1 i=1 i=1 i

ultima egalitate avand loc deoarece

n n n

n n n
2 _ _ _ _ _ _
Spx = g (x; —2)" = E x?—QwE T +nz? = g x? — 2n3? + np? = E 2 —nz? = g (xf—xz).
i=1 i=1

=1 =1 i=1 =1
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Obtinem deci

n n
1
2 = 2 =
1 A - 1 €T —nT 1 — ) X -z
*DQ(/@) = (XtX) ! = ; = ni:l . (18)
0'2 NSyy Szx
—nT n - 1

Folosind forma echivalentd determinata anterior pentru cantitatea s,

n n
Spx = E xf—niQ < g x?:sm—i—nia
i=1 i=1

identificdim din scrierea matriceald (18) componentele urmatoare:

N 0?2 [1< 02 Szg + nT? 1 z2
D*(By) = — 523722 I o (n + ) ;
i=1

SZEI

DBy = — s (19)
N ~ 27
cov(fo,pr) = .

Valoarea reziduald cu indicele i, fixat, este diferenta dintre valoarea observatd y; si cea prezisa y; = o + S1; :

&=y — i = (Bo— Bo) + (Br — Br)zi + e,

iar dispersia sa se obtine astfel:
D*E) = D? ((50 = Bo) + (B1 — Br)ai + 5i)

= D*(e)+ D2(B0) + z?DQ(Bl) + 2%‘00”(30731) + 2cov((Bo — BO) + (B — Bl)zi,&)

- 2
n

Sz

T

+2cov((Bo — Bo) + (B — Br)wi, i)
Suw Sra (20)

=2 2 e R R
_ g (1 MEHE- 2“1> + 2000((Bo — fo) + (B — P)avss )

A, 2 o A
= o2 (1 + % + M) + 2cov((Bo — Bo) + (B1 — B1)xi, ).

YT

Pentru ultimul termen, ce contine covarianta proceddm astfel. Fixdm indicele 7 si obtinem, deoarece E (g;) = 0

11



si, conform cu (7) By = § — Bi T,

2c00((B — o) + (B1 = Bi)ai, =) = 2E (=1 ((Bo = Bo) + (B — o)) )
(;) QﬁoE (61) — 2]E(€1"3()) + 2511’1]}3 (62) — 2$1E(3151) = — Z]E(gz(l/ - ElL)) - 2%1]]'_74(3161)

2 ORI
= —QE(QEZ‘) -2 (l‘l — .f) E(Blffz) = —2% -2 (le — .f) E Z']:l ( : ’ ' 155

SfEI

(1)

n Szz
=0
2 _\2
_ g% i (x1—£)02:—2—2 P ) M (—2— 2 (@i = 7) >
n Sy n Sz n Sxax
La randul al treilea din (21) am folosit formula E(e;) = 02 /n. Aceasta are loc datoritd urméatorului rationament:

E(ye;)) = E 15: 1E zn:(ﬂ + pizj +ej)e 1273000(85) 1D2(5) o

y njzly] n = 0 1% J nj:l J n n

Inserdam acum formula (21) in formula (20), ce da dispersia reziduului, si obtinem

D%(&) = o? <11(“Ti_i")2>7

n Sz

demonstratia fiind incheiata.

2.1 Intervale de incredere pentru parametrii de regresie
Reaminitim cd, in ipoteza cd erorile £ din modelul
Y=0+HhaX+e

sunt variabile aleatoare de tip N/ (O7 02) , iar valorile z; sunt fixate (deterministe), Y va fi o variabild aleatoare cu
media iy, = fBo + /1 X sidispersia Var (Y) = D? (Y) = D? (¢) = o®. Prin urmare, valorile estimate Bo si B ale
parametrilor de regresie depind de valorile observate y;.

Pentru a decide dacd valorile calculate pe baza datelor experimentale {(z;,y;)};_, pot fi considerate valorile
potrivite pentru intreaga populatie, se vor utiliza teste statistice pentru testarea valorilor ambilor parametri, 5y
si f1, insd cel mai uzual test este testul pentru verificarea valorii pantei dreptei de regresie, /3.

Ardtam, pentru inceput ca Bo si B\l sunt estimatori nedeplasati pentru Sy si, respectiv, 5, (cititorul interesat
poate consulta Montgomery, Runger [11]). Printr-un abuz de notatie, vom utiliza, ca si pand in acest moment,

aceleasi notatii (Bo si f1, ca si valorile estimate) pentru cele doud statistici care reprezintd estimatorii. Obtinem,
deoarece

~ ~ 1 n
¥ =P+ T+ EZ%
i=1
iar x; sunt deterministe si y; valori ale unei variabile aleatoare,
n _ _ n _ _ n \2
Sy Yo (@i —2) (i —9) Yo, @—DEWi -y By (12
— | =E —n ) n ) = o ) =
Zi:l (i = 7) it (@i 7) Zi:l (i = 7)

B~ (

S:mc



deoarece
E(y; —9) = Bo + frzi — (Bo + 51Z) = b1 (z: — T) .
Cum

E(Bo) =E (5) — EE(@) = Bo + 1Z — f1T = Po

putem concluziona cd cei doi estimatori sunt nedeplasati:

EB) =6 si  EBo)=bo

Ne concentram acum pe determinarea dispersiile acestor estimatori, abordand acum fiecare estimator in parte
(demonstratia fiind, oarecum, mai simpld), spre deosebire de abordarea vectorialad a lor de la finalul sectiunii

anterioare. Avem, folosind reprezentarea pe care deja am utilizat-o pentru i,

D*(B,) = D? Ziil 2 = ! 22": (w; — 2)° D* (i) = L

Zi—l (w5 — :2)2 (Z" (s — j)2> p Syx

i=1

Pentru DQ(BO) proceddm astfel:

o~

D*(By) = D?*(y-— Blf) =D?(y) — 2@0”(?»31) + jQD?(Bl)

n
1 n 1 n
_ 2 (= N\ 95 - )
= D (nzi_lsz> 2xcov nzi:16“

Zizl (x; — @) (Bo + Br1wi + &) . o272
ZT;l (1'1 - 3_5)2 Szx

Am obtinut deci ca:

~ 2 N =2
D*(By) = S si D*(By) = 0” (1 + x) . (22)

Szx n  Sgx

Este important de remarcat faptul cd, deoarece 3; (si, in consecinta, si Jy) sunt transformari liniare ale unor
variabile aleatoare independente, repartizate normal, atunci si acesti estimatori vor avea repartitii de tip
Gaussian. Aceastd observatie, impreund cu formulele mediilor si dispersiilor lor, deteminate anterior, conduc

catre: ) . L,
B\lNN<51,U> si BONN<607U2 <+x)>
Sz n Szx

Tinand cont ci estimatorii B\o si 31 sunt nedeplasati, de relatiile (22), si de estimatorul 5% pentru 02, demonstrdm
urmadtoarele repartitii pentru fractiile de mai jos:

leﬁl_ﬁlw(n—z) si TQZMNt(n—Q), (23)
L 51T
Sxx n Sz

unde, tindnd cont de formula lui 52 data de (10),

~ 1 & T
o=Vo*= mZ(yi_ﬁo_ﬁlxi>~
i=1
Pentru obtinerea rezultatelor din (23) trebuie parcursi doi pasi. Primul constd in determinarea repartitiei numaratorului
si numitorului, dupd care determinam repartitia catului celor doud. Deoarece 1 ~ N (51,02 / sm) si Bg ~

N (Bo, 0% (1/n+Z*/s4z)) , obtinem cd Bi — B ~ N (0,0%/545) , iar Bo — Bo ~N(0,0% (1/n+7%/s45)) .
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In ceea ce priveste numitorul, au loc echivalentele:

_2’\2 _2’\2 w _2"‘2
quf(an,l) — u%wx2(n,271) — uNX2 (nQ’U)
g Syx g Szx

SZEI
Pentru cel de al doilea pas, repartitia statisticii 77 se deduce folosind urmatorul rezultat. Intr-o maniera absolut
similard determinam distributia lui 7.

Lema 2.5 Daci X ~ N (0, 02) siY ~ x?(n,0), unde n € N* gi 0 > 0, sunt dowd variabile aleatoare independente,

atunci distributia

T:iwt(n).

Vi

Demonstratie. Vectorul aleator (X,Y") are densitatea de repartitie, pentru z € R, y > 0,

f ( ) 1 332 1 n_q ( Yy ) 1 21 xQ +y

x, = ——€X — | ex _— = Y ex — .
(X,Y) Yy /727_[_0_2 p 202 271/20-n1" (n/2) Y p 202 \/77_0_”+12%1_‘ (TL/2) Y p 202
S3 consideram transformarea

z U/
u=—, r = VY
Z cu inversa v/n ~ siJacobianul J (u,v) = Vv /v/n.
v=yY, Yy =,

Obtinem astfel densitatea de repartitie a vectorului aleator f(y,v) :

"T‘lexp( 22(% ))
I'(n

Jnmont1atst

f(U,V) (u,v) = f(XY)( )

Densitatea marginald este datd de (avem v = y > 0)

fo (w) : /+OO"21 ( - <u2+1)>d
v (u) = ~ vz exp|—==— v.
Vamen 12" T (n)2) Jo 20 \ n

Facem substitutia 5% (“72 + 1) =’ deci dv = 20%dv’/ (“{ + 1) si

n—1
1 T 9202 N7 a1, 202
fU (u) = n+1 / (20> (UI> : e_v 2 d dv/
Vnront1272 T (n/2) Jo = +1 K |

u2 oo L, U2 EES R,
\/ﬁl“(n/2)< “) /0 v dv_\/ﬁl}(n/z)( 1) 7 r( ;1)

Deci U urmeaza distributia Student cu n grade de libertate.

Formulele (23) sunt cruciale in constructia intervalelor de incredere pentru parametrii 51 si 5p. Pentru un
nivel de incredere 6 > 0, unul de semnificatie o si ¢t > 0,avem

a=1-0=1-P(|Th|<t)=P Pr— B >t| =ap /31—512t
o2 52

Punctul critic reprezentat de cuantila ¢,/ ,,_o se va citi din tabelul repartitiei student cu n — 2 grade de libertate.
Inegalitatea

b5 i 3
> ta/2,n—2 1mPhC3 51 < Bl - ta/2 n—2
~2 S:mc
g
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Obtinem intervalul de incredere la nivelul de semnificatie « (pentru parametrul 5;):

~ [ 62 ~ [ 52
61 - ta/2,n72 577 Bl + ta/2,n72 s . (24)

Similar, un interval de incredere pentru parametrul fy, la nivelul de semnificatie «, este:

~ N 1 72~ 1 T2
50 - ta/2,n720- ﬁ + 87760 + ta/2,n720 ﬁ + 87 (25)

Observatia 2.2 [n general, dispersia o* a erorilor de regresie £; nu este cunoscutd a priori. In cazul in care aceasta este
cunoscutd, atunci tn loc de (23) am avea:
Bo — Bo

:51_51~N(0,1) i Zy=—2"20 L N(0,1). (26)
o? 1 72
o=+ —

In acest caz, intervalele de incredere pentru By si 31 vor fi similare cu cele din relatiile (25) i (24), cu diferenta ci to 2 y—2
este inlocuit prin z,_q /2. Intr-adevir, pentru z > 0, avem:

Z

0=P(Z1|<2)=P(—2<Z1<2)=P(2) —P(—2)=P(2) —(1-D(2)) =2P () — 1,

unde ® se numegte functia lui Laplace si reprezintd functia de repartitie pentru variable aleatoare repartizate Gaussian
standard:

1 * 2
®:R—[0,1], @xzi/ e 2 dy.
01, 2= [ ey
Prin urmare, obtinem ® (z) = (1+9) /2= (14+1—«a) /2 = 1 — o/2. Cuantila corespunzitoare se identifici din tabelele
de valori ale distributiei N (0, 1), iar valoarea criticd pentru testul statistic va fi zy_q /.

2.2 Verificarea ipotezelor statistice pentru 3, (slope) si pentru 3, (intercept)

Prezentdm testele statistice care verifica daca 5, (respectiv fy) iau o valoare datd S (respectiv 35) sau nu, la un
nivel de semnificatie a. Presupunem cé dispersia erorilor de regresie este necunoscutd. Formuldm ipoteza nuld
versus ipoteza alternativa bilaterala:

(Ho): 1= Pro versus (Hy): 1 # Pro-

Revenim la statistica 71, introdusa de formula (23):

_ BB

6.\2

11

~t(n—2).

Sxx

Urmam in continuare etapele clasice ale verficarii ipotezelor unui test statistic.

1. Calculdm valoarea empiricd observatd ¢ty = (31 — B10)\/522 /0.
2. Identficim cuantila de ordin «/2 pentru repartitia ¢ (n — 2), t4/2,5,—2-
3. Decizia finala este:
{ Daca |to| < ta/2,n—2, atunci ipoteza nuld (Hy) este acceptata.

Daca |to| > ta/2,n—2: atunci ipoteza alternativa bilaterald (H;) este acceptata.

Intervalul de acceptare este (—ta /2,n—25ta /27n,2) ,dar [t] > t, /2,n—2 €ste regiunea criticd. Mai precis,

V= {{(ivk,yk)}keu,z,_.,n} : ‘T1 (k) bre ey | 2 ta/z,n—2}~
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Observatia 2.3 (1) O ipotezi alternativd poate fi consideratid si una dintre urmiditoarele:
(Hy), : B1 < Pho (ipoteza alternativi stanga) sau (Hy), : B1 > Bio (ipoteza alternativd dreapti).

(2) Testul cel mai popular pentru [y este pentru ipoteza nuld (Hy) : $1 = 0 (adicid B1o = 0). Ipoteza alternativd 1 # 0
reprezinta faptul cd intre x si y existd o dependentd liniard. Acest test verificd semnificatia pantei dreptei de regresie. Dacii
ipoteza nulil este respinsd, atunci panta dreptei este semnificativ diferitd de zero.

Testul statistic pentru j3; se abordeaza intr-o manierd similard. De asemenea, presupunem ci dispersia o a
erorilor de regresie ¢; este necunoscuta. Testdam

(Ho):  Bo=5;, versus (Hy): Bo#B;-
Consideram statistica T5, introdusa de formula (23):
Ty = _BPo—Bo ~t(n—2).
1 =
n o Sgx

Urmadam in continuare etapele clasice ale verficarii ipotezelor unui test statistic.

1. Calculdm valoarea observata ¢y = (BO -85/ (8\/1/71 + jQ/sTT>

2. Identficdm cuantila de ordin /2 pentru repartitia ¢ (n — 2), to/2,n—2-
3. Decizia finala este:
Dacé [to| < ta/2,n—2, atunci ipoteza nuld (Hy) este acceptata.
{ Daca [to| > ta/2,n—2, atunci ipoteza alternativa bilaterald (H;) este acceptata.
Intervalul de acceptare este (—ta/g’n_g, ta/Qm_z) ,iar [t| > t, /2,2 este regiunea critica.
Observatia 2.4 De asemenea, existd teste unilaterale si pentru testarea valorii lui f3.

Observatia 2.5 Daci dispersia erorilor, o, este cunoscutd a priori, atunci putem utiliza statisticile repartizate normal
Zy si Z, definite de (26), statistici care permit folosirea testului = (ca si la determinarea intervalelor de incredere) pentru
testarea ipotezelor de mai sus, atdt pentru parametrul By, cdt si pentru [31.

2.3 Predictie prin regresie

In anumite cazuri, putem folosi regresia in predictia unor valori ale variabilei dependente. De exemplu, putem
prezice temperatura intr-un anumit oras plecdnd de la observatiile temperaturilor din orasele invecinate. Re-
gresia poate fi utilizatd pentru predictie dupd cum urmeazd. S3 presupunem cd datele pe care le detinem,
{(zi;¥i)}ieq1,2,.. ny- POt fi modelate de o dreaptd de regresie de forma (3). Dat fiind o valoarea z;, ce nu se
afld printre valorile z;, dar este o valoare cuprinsd intre valorile extreme ale variabilei independente, 2y Si
Zmax, dorim sd prezicem valoarea rdspuns,

Yp = BO + ﬂlxp + Ep-

Dacé fy si 1 sunt estimatiile pentru parametrii de regresie /3y, respectiv, 1, atunci valoarea prezisa pentru y,
corespunzdtoare unui z,, observat va fi o valoare ¥, de pe dreapta de regresie, data de formula:

Up = Bo + lep' (27)

Folosind estimdrile din relatia (20), putem afirma cd statistica Y, asociatd acestei valori empirice urmeaza o

repartitie normald,
~ ~ o~ 1 2, —T)°
Yp NN <60+ﬂ11'p,0'2 <1+ 5 + (p$)>> .

Urmand pasii sectiunii anterioare, deducem cd o predictie pentru intervalul de incredere corespunzéitor lui y
pentru un z,, dat, la nivelul de semnificatie & (z;, € [Zmin, Tmax]) €ste:

Py ~ 1 (xp —7)
Yp —tajon—20\/1+ —+——
n s

xrx

~ ~ 1
» Yp + ta/?,n—QU\/l + ﬁ + (28)
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Observatia 2.6 1. Este important ca x,, sd fie o valoare cuprinsi intre xmin $i Tmax. Dacd se folosegte formula (27) si
pentru valori ale lui  in afara intervalului valorilor predictor pentru x, atunci erorile de aproximarea a lui y cu g, pot
fi foarte mari. In practici, pentru estimarea de valori viitoare ale variabilei dependente folosind valori ale variabilelor
independente ce ies din domeniu, se utilizeazi termenul de prognozi. Aceasta este folositd in analiza seriilor de timp.

2. Valoarea prezisi y, nu este una stabilitid cu exactitate, ci este doar o medie asteptati a valorilor lui y pentru un x,, dat.
In cazul in care coeficientul de determinare R* = 1, atunci valoarea pentru y va fi prezisi fird eroare, deoarece toate
punctele se afli pe dreapta de regresie. In general, perechile (x;,y;), se afld imprdstiate in jurul dreptei de regresie.

3. Valoarea ¥y, este determinati doar pe baza selectiei date, de aceea, pentru a verifica daci aceastd valoare poate fi ex-
trapolatd la intreaga populatie este nevoie de inferenti statisticd, adici de un test statistic pentru verificarea acceptirii
ipotezei nule. Un astfel de test, similar celor pentru testarea parametrilor By si 51 este prezentat succint. Vom testa:

Prezentdm, in continuare, un test ce compari valoarea g7p cu o constantd dati. Testdm

(HO) : gp = Yo, versus (Hl) : gp # Yo-
Etapele testului sunt cele deja discutate:
1. Estimdm valoarea observatd, pe baza datelor empirice, 7, utilizand formula (27).

2. Consideram statistica R
Yp — Y

1 _72
3\/1++w
n Syx

pe care o evaludm in datele empirice to = (yp — Y0)/ (8\/1 +1/n+ (z, — T)? /su> .

T =

~t(n—2)

3. Decizia finali este:
Daca |to| < ta/2,n—2; atunci ipoteza nuld (Hy) este acceptata.
Daca |to| > ta/2,n—2; atunci ipoteza alternativd bilaterald (H1) este acceptata.

Intervalul de acceptare este (—ta/gﬂ,l,g, ta/Q;n,Q) ,iar [t| > t, /2, —2 este regiunea critica.

2.4 Validitatea modelului de regresie liniara simpla

Presupunem ca X si Y sunt doud variabile de interes, pentru care se doreste a determina o relatie liniard de
forma

Y =08+ 5X +e.

Pentru a determina oportunitatea unei astfel de legdturi, se culeg date relativ la aceste variabile. Considerdm ca
aceste observatii sunt {(z;,v;)},_; » _,,- Pe baza acestor date se poate aproxima dreapta de regresie liniard (daca
existd) astfel:

Y =B+ 5X, unde B =2 si Bo=9-Fi7, unde
n

1 n 1 n n
EZZ;J%’ ?:E;y'w Smwzz(xi_f)ga Sa;y:;(xz_j)(yz_@)

i=1
Pentru a verifica dacd modelul de regresie liniard este unul valid, se pot folosi mai multe metode, dintre care
amintim cele mai uzuale:

e coeficientul de determinare R2. Acest coeficient se calculeazi folosind urméatoarea formuli:

SSE
B =1-gor
unde
n n N R 5 "
SSE = Z (yi — @\)2 = Z (yz —Bo— 513%) , SST = Z (yi — y)2 ‘
= =1 i=1

Aici, SST reprezintd suma totald a patratelor (the total sum of squares). In analiza regresionald, coeficientul
R? este o statistica folositd in a determina cat de bine pot fi estimate valorile lui y pe baza modelului de
regresie. Valorile lui R? sunt intre 0 §i 1 si, pentru a avea un model destul de bun, ar fi necesar un coeficient
de determinare aproape de 1. Totusi, este posibil ca R? sd aibd valori mai mari ca 1 in cazul in care modelul
de regresie nu este unul liniar. In cazul regresiei liniare simple, R? = 72, adica patratul coeficientului de
corelatie Pearson.
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e grafice:

- y; versus x;: Din aceastd figurd (scatter plot) ne putem da seama de oportunitatea modelarii datelor
observate folosind un model de regresie liniard simpld. Aceastd figurd ar trebui facutd inainte de
aproximarea dreptei de regresie. Pentru a putea utiliza un model de regresie liniard simpld, valorile
reprezentate ar trebui sd fie apropiate de o anumita dreapta.

grafic ce indicd normalitatea reziduurilor &;: Acest grafic reprezintd probabilititile de normalitate ale
erorilor versus cuantilele repartitiei A/(0, 1). Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in
figurd vor fi cat mai apropiate de prima bisectoare.

- y; versus y;: Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd vor fi cdt mai apropiate de
prima bisectoare.

€; versus z;: Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd nu ar avea nicio tendinta
clara.

- &; versus y;: Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd nu ar avea nicio tendinta
clara.

e test de utilitate a modelului: Se testeazd ipoteza (Hy) : 51 = 0 versus. ipoteza (H;) : 81 # 0. Dupd cum am
vdzut mai sus, acceptarea ipotezei alternative indica faptul cd modelul liniar simplu este valid.

¢ test pentru semnificatia parametrilor modelului: Putem testa o valoare anume a pantei dreptei de regresie
folosind ipoteza nuld (Hy) : 81 = Bip vs. ipoteza alternativa (H1) : $1 # [1o. Panta dreptei de regresie este
importantd in a determina magnitudinea variatiei variabilei raspuns la o variatie de o unitate a variabilei
stimul.

Daca modelul de regresie liniard simpla nu este unul valid, atunci:

¢ Este posibil ca Y sd nu depinda liniar de X. Acest fapt poate fi observat de la inceput, din diagrama
scatter plot ce reprezintd y; vs. x;. Pentru modele neliniare, se poate incerca o transformare a vari-
abilelor X si Y astfel incat modelul liniar pentru variabilele transformate sa fie unul aplicabil (nu merge
intotdeauna).

* Se poate intdmpla ca reziduurile &; sd prezinte o dependenta clard de x; (fapt ce poate fi observat dintr-o
reprezentare £; vs. x;), asadar aplicabilitatea modelului de regresie liniard este inoportuna.

* Daca reziduurile nu sunt normale, modelul liniar de regresie nu este oportun.

* Existd posibilitatea ca datele observate {(x;,9;)},_, , , sd contind valori aberante. Este important de a
intelege aceste valori si, in caz cd nu sunt semnificative, pot fi sterse din setul de date care este supus
analizei de regresie.

* In multe cazuri, o singurd variabild predictor X nu poate explica o singurd variabild Y, cazuri in care se
apeleaza la o regresie multipld (se iau in considerare si alte variabile predictor).

3 Regresie liniara multipla

Regresia multipld ia in considerare cel putin doi predictori pentru a determina valorile unei variabile de interes
Y. In continuare, vom considera cazul unui numadr de k predictori independenti, notati X1, X», ..., X). Pentru
o variabila de interes Y se doreste a determina o relatie liniara (un hiperplan) de forma

Y =00+ 5X1+BXo+... 4+ BuXi +¢, (29)

unde 3; (j = 1,2,...,n) sunt niste constante reale, iar ¢ ~ N (0,0?) este eroarea predictiei. Pentru un j fixat,
coeficientul §; reprezintd variatia in variabila Y rezultatd in urma variatiei predictorului X; cu o unitate, in timp
ce ceilalti predictori sunt mentinuti la valori fixate. Coeficientul 5, se numeste intercept pentru hiperplanul de
regresie

Pentru a determina oportunitatea unei astfel de legaturi, se culeg date relativ la aceste variabile. Fie aceste
observatii {(z1i, ¥2i; - Tki, Yi) Yicq1,0,... ny, Unde zj; denotd observatia de rang i pentru variabila X;, pentru
fiecare j = 1,2,...,ksi¢ = 1,2,...,n. Pentru un model bun de regresie este necesar un numadr suficient de
mare de observatii. Volumul de observatii n ar trebui sa fie mai mare (uneori mult mai mare) decat numarul de
parametri ce urmeaza a fi estimati (k + 2 parametri, §; si ¢). Pe baza acestor date se poate aproxima suprafata
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de regresie liniara (daca exista, prin metoda celor mai mici patrate sau prin metoda verosimilitdtii maxime), in
scopul de a determina un estimator de forma:

Y = Bo+ B X1 + BaXo + ...+ Bu Xy, (30)

unde B\j (7 =1,2,...,n) sunt estimatori pentru parametrii reali ;.

3.1 Metoda celor mai mici patrate pentru estimarea parametrilor

Presupunem cd avem la dispozitie n > k observatii dintr-o colectivitate statistica si notdam cu x;; observatia cu
indicele ¢ (sau nivelul variabilei z ;). De reguld, datele unei probleme de regresie multipld se inregistreaza intr-un
tabel de forma:

Yy T T [P Tk

Y1 T11 T12 . Tik

Y2 T2 T22 . T2k

Yn Tnl Tn2 o Tnk
Fiecare observatie (1, Zi2, ...y Tik, ¥i) , ¢ = 1,2, ...,n sl n > k verificd ecuatia

k
Yi = Bo + Pixin + Poxio + ...+ Brtik +€; = Bo + Zﬁsz‘j + &;.
j=1
Functia celor mai mici péatrate se defineste ca find:

2
n

n k
L=Yel=> |vi—Bo—> Bizij | .
=1 =1

i=1

scopul fiind acela de a rezolva problema ming, . g, £. Punctele critice se obtin prin rezolvarea sistemului:

oL i k
8750 BorBe T _QZ Yi — Bo — Zﬁjmij
=1 i=1
j (1)
oL i . k.
375, BoyeBr _22 yi — Bo — Zﬁjxij zij, Jj=1,2,..,k
J =1 j=1
Rezolvam sistemul (31) si obtinem ecuatiile normale ale celor mai mici pitrate:
nfo + Bleil + BQing + ...+ Bkzxm = Zyl
i=1 1=1 i=1 i=1
5’02% + 312%21 + B2Z$i1$¢2 + ...+ Bkaﬂxik = Zmﬂyi )
=1 i=1 i=1 i=1 im1

’ n n n n n

3 3 3 3 2 _

Bo E T + B1 g Tipxi + P2 E TipZip + .+ Bi E xH, = E TikYi
i—1 i—1 i=1 i=1 i=1

Sistemul (32) are p = k + 1 ecuatii normale, cite une pentru fiecare coeficient necunoscut de regresie. Solutiile

acestor ecuatii vor reprezenta estimatiile estimatorilor, pe care 1i vom nota tot cu simbolurile 5y, 81, ..., 8. Sis-
temul de ecuatii liniare anterior se poate rezolva prin metode algebrice sau numeric.

Regresia liniard multipld suportd si o abordare matriceald. Presupunem cd existd k variabile regresionale si
n observatii, {(z1;, 2, - . ., Tki, yi)}ie{m ...n} » iar relatiile de regresie sunt:

Yi = Bo + Przin + Boxio + ... 4 Brtik + 5, 1 =1,2,...,n.

Scrierea echivalentd matriceala este:
y =XB+e,
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unde

N 1z z2 ... Tk Bo €1

Y2 1 221 @2 ... @ B1 €2
Yy = . 5 X = . . . . 5 6 = . ) €=

Yn 1 Tnl Tp2 .- Tk Bk En

Scopul este acela de a determina vectorul estimatiilor celor mai mici pétrate S care minimineazd

oL
g2 =¢le =(y — XB)' (y —Xp), adici rezolvim ecuatia matriceald —— = 0 (vectorul nul).

L= a5

n
1=

1
Ecuatia matriceald ce trebuie rezolvata este
~ t . ~ —
X'Xp=Xy, cu solutia b= (XtX) ! Xly.
Existd p = k + 1 ecuatii normale, cu p necunoscute, reprezentate de estimatiile parametrilor. Matricea XX este

presupusa a fi nesingulara, iar rezolvarea sistemului se realizeaza in practica pe calculator.

Similar cu cazul regresiei liniare simple, vom utiliza terminologia urmatoare:

* Hipersuprafata
y = Bo+ brx1 + Box2 + ... + Brak

este aproximarea suprafetei de regresie. Ea este suprafata care se apropie cel mai mult (in sensul metodei celor
mai mici patrate) de datele experimentale. Aceastd suprafatd este o aproximare a suprafetei de regresie;

¢ valorile y; se numesc valori observate, iar valorile y; = By + 121 + Boxo; + ... + Brxps, undei =1,2,...,n,
se numesc valori prezise (i = 1,2,...,n). Forma echivalentd matriceald este datd de §y = Xz.

e valorile &; = y; — ¥; se numesc reziduuri. Un reziduu méasoard deviatia unui punct observat de la valoarea
prezisa de estimarea hipersuprafetei de regresie. Se presupune cd aceste reziduuri sunt independente intre
ele si sunt repartizate N ((), 02) ; forma matriceald a reziduurilor este reprezentata prin formulae =y — §.

¢ la fel ca siin cazul regresiei liniare simple, este importantd evaluarea dispersiei o2 a termenilor ce reprezintd
erorile. Definim suma pitratelor erorilor,

n

Zé\? = Z(yz —@2 = Z (yz —Bo —Bwu —Bzxm e —kaki)27

i=1 i=1 i=1
se noteazad tot prin SSE;

¢ dacid in cazul regresiei liniare simple se impartea SSE la (n — 2), ce reprezenta numarul gradelor de liber-

tate, iar 2 era de fapt numarul parametrilor din ecuatia de regresie, acum definim eroarea medie pitraticd sau

, . SSE SSE - ~ . . . .
reziduald prin MSE = = 1 Statistica MSE = & este un estimator pentru dispersia erorilor,
n—p n—k—

a2

* rdddcina patratd a MSE este o este si se numeste eroarea standard a regresiei;
* se poate demonstra, prin exact aceeasi metoda utilizatad in cazul regresiei liniare simple pentru distributia

SSE — (n—2)5 ~x2(n—2,1)=x2(n—2),cd

o o2

-~2
B k)T kL1 =P (n—k—1).

o2 o2

Acest rezultat fundamental asigurd, la fel ca si la regresia liniard, o metoda de obtinere a unui interval de
incredere pentru valoarea reald a lui 0.

In ceea ce priveste analizarea unor proprietiti ale estimatiilor celor mai mici péatrate, presupunem, ca de obi-
cei, cd termenii ce dau erorile €1, ...,e,, ~ N (07 02) sunt variabile aleatoare independente stochastic. In aceste

conditii, B, f1, B2, ..., B, sunt estimator nedeplasati ai coeficientilor de regresie o, 81, f2, ..., Bk Intr-adevar, folosind
scrierea matriceald avem, deoarece E (¢) = 0:

E(8) = E((X'X) ™ X'y) = E( (X'X) ' X! (X8 +¢)) = B( (X'X) ' X'XB + (X'X) ' Xte) = 8.
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Matricea cov(j3) = (XtX) , de dimensiune p x p, reprezintd matricea de covananl;a a coeficientilor de regresie
ﬂ Elementele dlagonale ale acestei matrice sunt dispersiile estimatorilor 60, [31, ey Bk, iar restul elementelor sunt
covariantele efective ale perechilor de cate doi estimatori cu indici distincti. Spre exemplificare, dacd & = 2,
atunci

i Coo Co1 Coo i
C=(X'X) "=[ Cw Cui Ci2 est simetricd deoarece  (X'X) are aceastd proprietate.
Co Co1 Ca

Mai precis, DQ(BJ-) =02Cyj,j €{0,1,2} si cov(Bi, E]) = 02Cjj, pentru i # j.

3.2 Teste statistice regresia liniard multipla

Existd diverse teste de testare a ipotezelor in cazul regresiei liniare multiple penstru stabilirea acuratetii modelu-
lui. La fel ca si in cazul regresiei liniare simple, trebuie impuse ipoteze de normalitate si independenta stochastica
pentru erorile de mdsurare ;.

3.2.1 Test statistic pentru semnificatia regresiei

Acest test statistic constd in determinarea existentei unei relatii liniare intre variabila de raspuns y si o multime
de variabile independente 1, 9, ..., i. Ipotezele formulate sunt:

(Ho): 1 =02 =...= B =0, versus (Hy) : B; # 0, pentru cel putin un indice j.

Respingerea ipotezei nule implica faptul cd cel putin une dintre varabilele stimul z;, z, ..., }, contribuie sem-
nificativ la model. Acceptarea ipotezei alternative indica faptul cd modelul de regresie liniard multipld este
semnificativ. Statistica de test in acest caz este:

o R2/k SSR/(k-SST) _ SSR/K__MSR
OB/ n—k-1) SSE/((n— ~1).SST) SSE/(n—k—1)  MSE’
n PO N N 2
SST:Z(ZM—?27 SSE = ZE —Z(yi—/30—ﬁwu—ﬁz@i—m—ﬂkxm) ,
=1 1=1
SSR

SSR = SST —SSE, MSR = -

Dacd ipoteza (Hy) este adevdratd, atunci

SSR 9 SSE G 2
—— ~x“(k), djar — =Mn-k-1)— ~ -k-1),
= ~x (k) — = ) 5~ X (n )
iar variabilele SSR si SSE sunt independente stochastic. Din acest motiv, pentru statistica de test pentru verifi-
carea ipotezei nule avem repartitia Snedecor-Fisher:

SSR 1
— 7 MSR
F=gp®—1 =sg ~ Fkn—k-1) (33)

02 n—k—1
Justifcarea pentru afirmatia (33) este oferitd de urmatorul rezultat.

Lema 3.1 Daci X ~ x%(m,1) = x2(m) si Y ~ x?(n,1) = x%(n), unde m,n € N*, sunt doud variabile aleatoare
independente, atunci distributia

F = Y/n ~ F(m,n).

Demonstratie. Sa calculam mai intdi functia de repartitie a v.a. X/Y, Fx/y : R — [0,1],
Fy ( / Ix (@) fy (y) dady,
unde D ={(z,y) eR*: 2 >0, y >0, z/y < u}. Notdim
1 1

=y Co= .
LT 2% 0nT (n/2) 27 2% omT (m)2)
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Explicitand si domeniul D obtinem D = {(z,y) : > 0, y > z/u}, deci

—+oo —+oo
Fx (u) = 0102/ (/ nglygfl exp <x+2y> dy) dx.
Y 0 z/u 20

Derivand functia de repartitie de mai sus, obtinem:

Foo x\’ n_q1 (T %71 1’+% 0102 Foo ntm g xX 1
f{ (u) = C’ng/O (=) (E) T (ﬂ) exp (— 5,2 ) dr = pREyD /0 T exp (—w (1 + u)) dz.

Y

In aceastd integrald facem substitutia 5%, (1 + 1) =2/, cudz = %dw’, deci
ntm 4 ntm
fx =2 | T2 T e 20 g GG (207 / ety
Xtz fo 14 1/u L fuultmi2 g )5 =242 Jo

n/2—1 ntm
— 0102717 (202)% T (n+m) .

ntm 2

(1+u) >
Inlocuind cantititile C; si Cy in formula de mai sus obtinem:

D(2gm)

T a0

fx (w)=
Y

Se noteazd acum V' = U si detemindm denstatea variabilei aleatoare V' :

fv (v) = fu (%U> -

m

Folosind si legdtura dintre functiile Gamma si Beta, concluziondm c4

D) (@) o Ty o e
f n2m m ——— = n2m s 211_’_7
v FGIT(S) (14 2= m T(5)T(5) (m) ’ ( v)
(%)nﬂ n_q -
= 2 ]_ —_ 5 >0
FTCE R ) ’

Relatia din enunt se poate obtine si calculand direct densitatea de repartitie fx,y cu ajutorul formulei catului a
doud variabile aleatoare independente, repartizate x2(m), respectiv x2(n).

Revenim acum la verificarea ipotezelor testului statistic F. Determindm din tabelul cuantilelor repartitiei
Snedecor-Fisher valoarea criticd fq i n—k—1. Pentru o valoare observatd fo > fo k.n—k—1, respingem ipoteza nula.
In caz contrar, o acceptam.

O formuld de calcul pentru SSE este datd de:

SSE = En: (yi — 9:)° = En:e? =ele = (y - X3>t (y - XB) =y'y - 3 Xly. (34)
i=1 i=1

Pentru calcularea statisticii SSR, deoarece SST = Y"1, y? — (>, y:)” /n, atunci (34) devine:

?

2 2 2
1 (< . 1< . IR
SSE = yty—ﬁ ( E yi> — ﬂtXty—E ( E y2> =SST -SSR, adicda SSR = BtXty—ﬁ < E yi> .
i=1 i=1 i=1

O mésurd a semnificatiei regresiei multiple poate fi si coeficientul de determinare multipld R?, definit prin:

SSE  SST—SSE _ SSR

2 _ —
r=1 SST SST SST'
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Valorile lui R? sunt intre 0 5i 1 si, pentru a avea un model destul de bun, ar fi un coeficient de determinare aproape
de 1. Multi statisticieni preferd utilizarea unui alt instrument de méasura pentru verificarea validitatii regresiei
multiple utilizate, si anume coeficientul de determinare multiplu ajustat, adj R?. Acesta este definit de formula:

MSE SSE/(n—k—1)
MST  SST/(n—1) ’
unde n este volumul datelor si £ este numadrul de variabile independente in modelul liniar (fdrd a considera
constanta). Deoarece SSE / (n — k — 1) este eroarea medie pétraticd (reziduald), iar SST / (n — 1) este o constantd,

atunci adj R? va creste atunci cAnd o variabild este addugats la model doar dacd noua variabila reduce patratul
erorii.

adjR?> =1 —

3.2.2 Test statistic pentru semnificatia individuala a coeficientului 5; din regresia multipla

De multe ori, o problema care poate aparea este verificarea ipotezelor pentru coeficientii individuali ai regresiei.
Addugarea unei variabile la modelul de regresie face ca suma pdtratelor sd creasci si ca eroarea sumei patratelor
sd descreasci (acesta este motivul pentru care R? creste intotdeauna cand o noud variabild este adaugatd). Tre-
buie decis daca cresterea sumei este suficient de mare pentru a justifica utilizarea unei noi variabile in model.

Mai jos prezentam testul ce verificd dacd coeficientul de regresie §; (i este un indice fixat intre 1 si k) este
semnificativ, la un nivel de semnificatie a.

Testdam

(Ho): Bi=0, versus (Hy): pB:#0.

Daci ipoteza nuld nu este respinsa, putem elimina variabila indepenta x; din model. Consideram statistica test
similard, atat ca formuld, cat si ca repartitie, celei din cazul regresiei liniare simple:

T =

~tn—k—1).

Etapele testului sunt deja cunoscute. Calculdm valoarea observata a statisticii 7', valoare pe care o vom nota cu
to. Identificam cuantila de ordin /2 pentru repartitia t (n — k — 1), t4 /2 ,,——1. Decizia finald este:

Dacé [to| < ta/2,n—k—1, atunci ipoteza nuld (Hy) este acceptata.
Daca [to| > ta/2.n—k—1 atunci ipoteza alternativd bilaterald (H;) este acceptata.
Intervalul de acceptare este (—ta/gm_k_l, ta/27n_;€_1) ,iar [t| > t,/2,,—2 este regiunea critica.

Validitatea modelului de regresie liniard multipld. Ca si in sectiunea precedentd, pentru a verifica daca
modelul de regresie liniard multipld este unul valid, se pot folosi mai multe metode, printre care:

e coeficientul de determinare R? si coeficientul ajustat de determinare, adj R?.

e grafic ce indica normalitatea reziduurilor &; : Acest grafic reprezinta probabilitatile de normalitate ale
erorilor versus cuantilele repartitiei A/(0, 1). Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd
vor fi cAt mai apropiate de prima bisectoare.

e y; versus y;: Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd vor fi cdt mai apropiate de
prima bisectoare.

e y; versus y;: Dacd modelul este valid, atunci valorile reprezentate in figurd nu ar avea nicio tendinta clara.

Reducerea unor tipuri de regresie la regresie liniard multipla.
O regresie polinomiald simpld de ordin k este de forma:
Y =80+ X +BoX?+ ...+ BXF+e. (35)

Ea poate fi redusa la una simpld multipld dacd notim X; = X, X» = X?,..., X}, = X*. Interpretarile coefi-
cientilor §; in cazul unei regresii polinomiale nu se mai potrivesc cu cele ale coeficientilor din cazul regresiei
multiple, fiind greu de determinat.

O regresie multipli cu interactiuni de ordin 2 este de forma:
Y =By + 51X1 + BoXa + B3 X1 Xo + SuXT + 55 X5 + &

Ea poate fi redusa la una simpld multipld dacd notdm X; X» = X3, X7 = Xy, X3 = X;.
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4 Regresie logistica

De multe ori este nevoie de a obtine clasificdri ale datelor in functie de valorile observate pentru o anumita
variabild rdspuns. Spre exemplu:

- Preziceri ale sanselor unei anumite tumori sd devind malignd, sau sd rdmana benignd;
- Predictii pentru urmaitorul presedinte, bazate pe diverse méasurétori politice, sociale sau istorice;

- Clasificarea unor plante in functie de anumite caracteristici.

Astfel, variabila raspuns poate lua un numar discret de valori (categorii). O clasificare este gruparea datelor
intr-un numadr discret de categorii, prin atribuirea unei valori rdspuns corespunzdtoare. O problema statistica
de clasificare constd in prezicerea valorii variabilei rdspuns nominale pe baza unor observatii asupra unui set
de variabile independente. Pentru inceput, sd presupunem cd variabila rdspuns Y poate lua doar doud posibile
valori 0si 1, adicd Y ~ B (1, p). Spre exemplu, variabila Y reprezintd decizia ca 0 anumitd masina sa aibd nevoie
de revizie. Valoarea Y = 0 reprezintd NU si Y = 1 reprezinta DA. Astfel, p reprezinta probabilitatea ca masina sa
necesite revizie. In general, aceasta probabilitate depinde de mai multi factori, spre exemplu: X; = numarul de
km parcursi, X; = vechimea masinii, X3 = timpul scurs de la ultima revizie. Pentru simplitate, ne limitdm doar
la acesti trei factori. Ins4, este clar, probabilitatea p nu poate depinde liniar de acesti factori, si nici alta forma de
regresie studiatd pdnd acum nu poate fi aplicatd. Motivul este simplu: dacd am presupune ca

p=PBo+ B X1+ Xy + B3X3 + ¢,

atunci exista posibilitatea c& membrul din dreapta sd nu apartina intervalului [0, 1]. In consecint, este nevoie de
o noud dependentd a probabilitdtii p de acesti predictori. Un exemplu potrivit este cel dat de functia logit, i.e.,
f(z) = e*™ /(14 e2T*). Vom considera urmitorul model de regresie:

eBot+B1X1+B2X24P3 X3
P et X 1 B2 Xa 1 BaXs

(36)

numit regresie logistica multipla. Aici, p = p(X) = P(Y = 1|X) este probabilitatea conditionata ca variabila
rdspuns Y sd ia valoarea 1, stiind cd am observat datele X = (X1, Xs,...,X,,),larl-p=1-p(X) = P (Y = 0|X)
este probabilitatea ca variabila rdspuns Y s ia valoarea 1, stiind ci am observat datele X. In cazul unei singure
variabile independente, X, regresia se va numi regresie logistica. Din relatia (36), obtinem:

p_ _ ePotB1X1+B2Xo+P5Xs
L=p

Expresia p/ (1 — p) se numeste cota de realizare a evenimentului. Prin logaritmare, gasim ca

p

In > = Bo + B1 X1 + B2 X2 + 33 X3. (37)

Astfel, modelul poate fi privit ca un model de regresie liniard multipla. Coeficientii 3; sunt usor de interpretat.
Spre exemplu, dacé in relatia (37) variabila X; creste cu o unitate, mentinand celelalte douad variabile fixe, atunci
logaritmul cotei se va modifica cu cantitatea ;. Daca facem acelasi lucru in relatia (36), atunci o crestere cu o
unitate a variabilei X, tindnd celelalte variabile fixe, va conduce la o modificare cu e’ a cotei pentrucareY = 1.
Pe baza observatiilor se pot determina estimatori pentru parametri, iar pe baza acestor estimatori se estimeaza
probabilitatea p. O metodd de estimare a parametrilor 3; este metoda verosimilitdtii maxime. Generaliarea
pentru k variabile independente, poate fi realizata.

4.1 Metoda verosimilitatii maxime

Dat fiind un esantion (z1;, 2, ©3:, ¥:), 4 = 1,2,...,n, notdm cu p(x;) = P(y; = 1]x;). Presupunem ca

X; :
In <p()> = Bo + B1x1i + Paxa; + B3T3, i=12,...,n,
1= p(x;)

echivalent cu
ebotpBizritfazai+B3asi

p(xi) = 1 4 ePotPrzrit+Pazait+Pazsi’

i=1,2,...,n.
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Deoarece Y ~ B (1,p (x)), functia de probabilitate este

flyip(x) =px)”-(1-p(x)"", undeye {0,1}.

Astfel, presupundnd independenta datelor observate, functia de verosimilitate corespunzatoare esantionului va
fi

n

L) =]lre" 1 —px)".

i=1

Estimatorii parametrilor 8;, 2, 83 obtinuti prin metoda verosimilitdtii maxime sunt valorile pentru care se
obtine maximumul acestei functii. Maximizarea aceste functii este echivalentd cu maximixarea logaritmului sdu.
Astfel, estimatorii § sunt alesi astfel incat maximizeaza functia

19) =3 (rtp ) + (1= ) (1= p ) = 3 (wetn (220 = pxi))

i=1 i—1 1—p(x;

(yi (/80 + Biz1; + Boxai + B3$3i) —In (1 + 650+51$1i+52121‘+ﬁ3x3i)) )

I

=1

Dacd am cduta punctele critice ale acestei functii prin anularea derivatelor partiale in raport cu 5o, 81, 82 si B3
nu vom gasi solutii explicite. De aceea, pentru a maximiza aceastd functie se folosesc metode iterative nu-
merice. Astfel, determinarea estimatorilor pentru parametrii de regresie logistica este 0 munca mult mai dificila
decét in cazul regresiei liniare multiple, ce necesitd implementarea de metode numerice potrivite pe un calcu-
lator. Putem determina chiar si intervale de incredere pentru parametrii de regresie. Dupéa determinarea esti-
matorilor parametrilor de regresie B, urmétorul pas este prezicerea rezultatului pentru o noud data de intrare
x = (21, %2, z3). Vom avea:
— eBotBizi+PBrxa+Bazs

X) = ——= = = .
p( ) 1 4 ebotBizit+fazat+faas

Pe baza acestei estiméri, putem prezice clasa asociatd astfel:

y(x) =

—

— 1 ,daci p/(x\)20.5,
0 ,dacd p(x)<0.5,

sau, in mod echivalent, L R R
—— 1 ,daca fo+ Biw1 + Bawa + Baw3 > 0,
{ 0 ,dacd Bo+ Bras + Bawa + Baas < 0.
Multimea
{X = (21, 22,23) € R®: By + Biz1 + Pao + Bazs = 0}

se numeste frontiera de decizie intre clasele 0 si 1.

4.2 Regresie logisticd multinomiala

Presupunem cd variabila nominald Y poate lua un set de x > 3 valori distincte (sau valorile lui Y pot fi grupate
in k clase disjuncte), 1,2, ..., . In mod similar, presupunand cd logaritmul cotelor urmeaza un model linear de
regresie multipld, putem scrie

) = Bio + B11 X1 + B12Xa + B13 X3 = A1 X;

> = Bao + B11 X1 + PraXo + B3 X3 = BL X;

) = Br-1.0+ Br-11X1 + Br-12Xo + Bu_13X3 = BL_1 X.
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De aici, obtinem ca

eProt+B11X1+612X2+613 X3 eﬁTX
P (Y = 1|X) = Kk—1 = k—1 ;
1+ ZeﬁjoJrleXl+ﬁ_72X2+ﬁj3X3 1+ ZeﬂJ‘TX
Jj=1 Jj=1
P20+ P21 X1+ P22 Xo+B23 X3 QBQTX
PY =2[X)=—7 = —
1+ Ze,@jo+,@jlxl+512Xz+ﬂj3Xa 14+ ZB’BJTX
j=1 j=1
eBr—1,0+tBr—11X1+Bk—1,2X2+Br-1,3X3 eﬁzflx
PY=rk-1X)= — = — ;
1+ Zeﬁjo+ﬂj1X1+ﬁj2X2+ﬁj3X3 1+ Zeﬁa‘TX
j=1 j=1
P(Y = X) = —— L - L
1+ Zeﬁj0+ﬂjlx1+ﬁjzx2+5]3X3 1+ ZeﬁfX
j=1 j=1
e*

Functia pentru care f (z), =1,2,...,k—1senumeste functia softmax. Este considerata a fi

~ e
generalizarea functiei logit. Interpretarea coeficientilor este similard cazului binomial. Estimarile coeficientilor se
pot obtine prin metoda verosimilitdtii maxime, folosind metode numerice pe un computer. Dupd determinarea
estimatorilor parametrilor de regresie 3, urmétorul pas este prezicerea rezultatului pentru o noud datd de intrare
x = (21, x2,x3). Vom avea:

— eBLX S ePs X S 1

D1 (X) = —1 ) D2 (X) = k—1 R Pk (X) = —1 .
L S 1 S L S
j=1 j=1 J=1

—_—
Pentru predictia claselor, se alege clasa cu acel indice j pentru care j = arg max;c¢, .} Pj (X). Aceasta inseamna
ca dacd pentru datele observate gasim o predictie maximad, atunci variabila rdspuns va fi incadratd in clasa
respectiva.

5 Considerente asupra regresiei neliniare

Regresia liniard oferd un cadru de lucru eficient in diverse domenii din viata cotidiand. Cu toate aceste, ea nu

este potrivitd oricarei stuatii intalnite deoarece, de multe ori, nu se poate stabili o relatie de legdtura liniard intre

variabilele predictor si cele raspuns. Solutia problemei este oferitd de regresia neliniard. Atunci cdnd aplicim

metoda celor mai mici péatrate acestor modele, ecuatiile normale rezultate nu mai sunt de tip liniar si, in general,

dificil de rezolvat. Abordarea uzuald constd in minimizarea directd a erorii reziduale prin intermediul unor

proceduri iterative. Prezentdm in cele ce urmeaza o descriere succintd a tehnicii folosite in regresia neliniara.
Putem rescrie modelul de regresie liniard sub forma generala

Y =x'8+e=f(x,8)+e

Cume ~ N (0,0%),avem E (Y) = f (x,3). Functia f (x, ) va fi numita valoarea asteptatd a modelului. Orice
model pentru care aceastd functie este neliniara in parametrii necunoscuti se va numi un model de regresie neliniard
(de exemplu, Y = 6,e%2% + ¢ este neliniara in 6 si 65).

In general, un model de regresie neliniara se va scrie sub forma generala

Yi=f(x:,0)+e;, 6€RP, i=12, .. n
Erorile in acest caz sunt presupune a avea aceeasi distributie ca si in cazul liniar. Prin x; intelegem vectorul
x; = (1,21, T2, ..., xik.)t , pentru fiecare ¢ = 1, 2, ..., n. Functia celor mai mici patrate asociate modelului este
n
2
A:R? =Ry, A(6) :Z(yi — [ (x:,0))".

=1
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Pentru determinarea punctelor critice trebuie sd rezolvam sistemul de p ecuatii normale asociate modelului de
regresie neliniara:

n
of (x;,0 .
Z (yi — f (x4,0)) 0f (xi,6) =0, pentru i=1,2,..,n
P 09,
Caracterul neliniar al functiilor implicate poate face ca rezolvarea sistemului si determinarea vectorului punctelor
critice 6 s fie foarte greu de realizat. Pentru a exemplifica aceasta, sd considerdm un simplu exemplu, in care
Y = 6,e%2% + ¢. Sistemul de rezolvat este:

n

n n
Z (% — 51602“) ef2ri = () 2%60”1’ — 9126292“ =0
i=1 i=1

i=1

n n n
E (yz- — 916929”1) frz;e%2% =0 g yixiel?® — 0, g x;e202% = ()
i=1 i=1

Nu putem determina, prin metode clasice solutiile, sistemului anterior. Din acest motiv, trebuie utilizate metode
iterative de aproximare a solutiilor. De asemenea, pot exista solutii multiple pentru sistemul obtinut.

Instrumentele folosite. Metoda folositd in abordarea acestui tip de regresie o constituie liniarizarea functiei
neliniare, urmatd de metode iterative de tip Gauss-Newton pentru estimarea parametrilor. Liniarizarea se real-
izeazd prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f (x;, 6), in vecindtatea punctului critic 6 = (610, 620, ..., Gpo)t ,
dezvoltare din care pastram doar termenul liniar. Obtinem:

~ (Of (xi.0
F(x:,0) = £ (xi,0) + Z < ) (05 = o) - (38)
0=6
Notam
o= Fxi0y),  B=0,—040, 29 = (W> ’
a9, 9—6,

iar modelul de regresie neliniard se scrie sub forma (aproximantd) liniard, cu valoarea de start a parametrilor 6 :
P
0 _ 070 ;
. = E BjZi; + € 1=1,2,...,n.
—

Ecuatia (38) se scrie sub formd matriceald yo= ZSy+¢, cu estimarea pentru fy :
A -1 -1

Cum By = 0 — 0y, definim 6, = By + 6, ca fiind estimdirile ajustate ale lui 6. Termenul By mai este numit vectorul
incrementdrilor. Putem acum utiliza aceste estimadri ajustate in (38) in locul lui 6y si obtinem o noud versiune a

acestor estimdri ajustate, notata cu 0, . Algoritmul continud in acelasi mod. Iteratia cu indicele k este

Or1 = Ok + By = Or + (Zizk)f1

Zi=(25),;, fe=(f.F3, a5 O = (Ouk ok, O)

Z (y —f), unde

Algoritmul iterativ continud pana este atins un criteriu de convergenta, precum
Oikt1 = Ojk

. <8, j=1,2,..p
0,

unde § este un prag suficient de mic (de exemplu, de ordinul lui 10~%). Acesti algoritmi sunt implementati in
pachetele diverselor softuri matematice.
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